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E PF L Série 7 - Transformées de Fourier

1 Formes intégrales des distributions de Dirac

® Objectif : déterminer les formes intégrales des distributions de Dirac dans
I’espace réciproque et calculer leurs transformées de Fourier inverses.

Théorie : analyse complexe.

# Difficulté : + % % % obligatoire.

(a) Etablir la forme intégrale de la distribution de Dirac 6 (k — k") dans I'espace
réciproque en une dimension.

(b) Etablir la forme intégrale de la distribution de Dirac 63 (k — k') dans l'es-
pace réciproque en trois dimensions.

(c) Déterminer les transformées de Fourier inverses des distributions de Dirac

S(K — k) et 6% (kK — k).

2 Transformées de Fourier des produits scalaire et de convolution

® Objectif : étudier les transformées de Fourier du produit scalaire et du
produit convolution.

Théorie : analyse complexe.

# Difficulté : ¥ % % obligatoire.

Le produit scalaire et le produit de convolution de deux fonctions f,g € L? (R)
dans un espace a une dimension spatiale sont définis en notation de Dirac
comme,

(o) = [ r@e@d e (o= [ fa- g6

Le produit scalaire et le produit de convolution de deux fonctions f, g € L? (RS)
dans I'espace a trois dimensions spatiales sont définis comme,

o= [[[ rmemer e ¢rpw= [[[ o= maaer.
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(a) Montrer que la transformation de Fourier préserve le produit scalaire entre

deux fonctions dans les espaces a une et a trois dimensions.

n déduire que la transformation de Fourier préserve la probabilité p
b) En dédui la t fi tion de Fouri $ 1 babilité pg
d’observer un systeme quantique, dont 1’état est décrit par le vecteur normé
|1) € (H), dans un état propre décrit par le vecteur normé | ¢) € (H) ou

Pespace de Hilbert (H) C {L*(R),L* (R*)}.

(c) Démontrer le théoreme de convolution de deux fonctions f,g €

{L2 (R), L? (R3)} pour dans des espaces a une et trois dimensions.

F(fxg)(@)=V2rf(k)gk) et F(fxg)(r)=@2m)""f(k)g k).

3 Transformées de Fourier de fonctions

® Objectif : déterminer les transformées de Fourier de fonctions.

Théorie : analyse réelle et complexe.

# Difficulté : v+ obligatoire.

Déterminer les transformées de Fourier f (k) des fonctions f (x) suivantes,

<a>f<x>{1 R,

0 si |z] >z

®) f(z)=e % on a>0
(¢) f(x)=cos(k'z) ou k' >0
(d) (:z:):ﬁ ot a>0

a2 .
“r= ou a >0

(z)e™* on g(x) € L' (R).
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(x— 2') on g(x— 2') e L' (R).
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4 Identité de Parseval

® Objectif : appliquer 'identité de Parseval.
Théorie : analyse réelle et complexe.
# Difficulté : % # facultatif.

L’identité de Parseval, démontrée en exercice 2, s’écrit,

/_o;f*(x)g(x)dxzf_oo 7 (k)3 (k) dk

oo

(a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction,

xr .
/() 1— ‘5‘ si x| <2 1)

0 sinon

(b) A T'aide de l'identité de Parseval, en déduire 'intégrale suivante,

NNCOE

5 Facteur de diffusion atomique

® Objectif : déterminer les transformées de Fourier de fonctions.
Théorie : analyse réelle et complexe.

# Difficulté : ¥ ¢+ facultatif.

En physique des particules, les facteurs de diffusion permettent de caractériser la
répartition de charge électrique des particules. Le facteur de diffusion atomique
f (k) est la transformée de Fourier de la densité de charge électrique p (7),

P = [[ o e

(a) Pour un facteur de diffusion atomique déterminé expérimentalement,
2

_ 1 a
f(k) - (27‘[‘)3/2 ]{2+CL2’

ou ¢ est une charge électrique, calculer la densité de charge électrique p (1)
correspondante.
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6 Potentiels retardés

® Objectif : résoudre une équation d’onde avec un terme de source.
Théorie : analyse réelle et complexe.

& Difficulté : ¥ ¢ ¥+ facultatif.

En jauge de Lorentz, le potentiel scalaire ¢ (7, t) et le potentiel vecteur A (r,t)
sont des champs qui satisfont les équations d’onde suivantes,

(V2 _ 2 8152) é(r.t) = — p(r,t) ’
€0

(V2 o 0728752) A(T,t) - _,u()j(rat) )

ou p(r,t) est la densité de charge électrique et j (7,t) la densité de courant
électrique. La résolution de ces deux équations d’onde revient a déterminer un
champ de potentiel f (7,t) en présence d'un champ de densité de source s (r,t)
satisfait 1’équation d’onde,

(V2 — 6_283) f(r,t)=—s(rt).

La fonction de Green G (7,t) de I'équation d’onde dans I'espace direct est la
transformée de Fourier inverse par rapport a 1’espace et au temps de la fonction
de Green G (k,w) dans l'espace réciproque,

G (r,t) = ! G (k,w) e =8 BL dw
(27T)2 R3 J -0

ou le signe moins dans 'argument de l'exponentielle est di a la structure
mathématique de Iespace-temps. La fonction de Green G (r,t) dans l'espace
direct représente la réponse du systeme a une densité de source ponctuelle en
r = 0 au temps t = 0. Elle satisfait donc I’équation de Green suivante,

(V2= c20}) G(r,t) =8 (r)d (1) .

(a) Montrer que la transformée de la fonction de Green G (7, t) dans I'esapce
réciroque s’écrit,
2
~ c 1
G(k,w)= .
(k) 42 w? — k2

(b) Montrer que la fonction de Green G (r,t) dans l'espace direct peut étre
étre écrite comme,

G(r,t)=— (;;)3 ///R3 # e®T Bk O(t) .
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(c) Montrer que la fonction de Green G (r,t) dans l'espace direct peut étre
étre écrite comme combinaison linéaire de distributions de Dirac,

Cﬂnﬂ:ji<ﬁd+ﬂ—5@r—ﬂ>®@.

r

(d) Montrer la propriété suivante de la distribution de Dirac,
5 (az) =~ 5 (2)
ar) = —0(x) .
a

En déduire que la fonction de Green G (r,t) peut étre remise en forme
comme,

Gmw:—liac—m).

47 |r| c

(e) Déterminer la fonction de Green purement spatiale G (r) définie comme,
Mﬂa/G@ﬁw
0

(f) Déterminer le champ de potentiel f (7, t) et en déduire le potentiel scalaire
¢ (7, 1) ainsi que le potentiel vecteur A (7,1).
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